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1. Sobre la materia

1.1. Contenidos y cronograma tentativo
Fechas Temas
15 y 22 de Agosto Limite doble y continuidad
29 de Agosto y 5 de Septiembre | Derivada parcial y direccional
12 y 19 de Septiembre Integrales dobles
26 de Septiembre Consulta

’ 3 de Octubre \ Primer parcial

10 y 17 de Octubre Nimeros complejos
24 y 31 de Octubre Polinomios
7y 14 de Noviembre Polinomio de Taylor
21 de Noviembre Consulta
28 de Noviembre Segundo parcial
5 de Diciembre Recuperatorio
12 de Diciembre Integrador

1.2. Bibliografia

Temas Libro

Secciones / Paginas

e Limite doble

e Continuidad

e Derivada parcial

e Derivada direccional
e Integrales dobles

R. Larson, R. Hostetler, B. Edward,
CALcuLo II, Piramide, 2010

Secciones
13.2, 13.3, 13.6 y
14.2

e Nameros complejos
e Polinomios

J. Stweart, L. Redlin, S. Watson,
PRECALCULO, 6ta ed. , Cengage
Learning Editores, 2012

Secciones 3.1 a 3.5

e Polinomio de Taylor

T. Apostol, CaLcuLus, Wiley In-
dia Pvt., 2007

Péginas 335 a 340

1.3.

Condiciones de aprobacién

= 75% o mas de tareas entregadas.

= Ambos parciales con nota superior o igual a 6.

= Promedio entre parciales superior o igual a 7.
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2. Limite doble y continuidad

2.1. Entornos en el plano

Definicién 2.1 (Entorno). Un entorno en un plano es el analogo bidimensional a un
intervalo en la recta real. Utilizando la formula para distancia entre dos puntos (z,y)
v (2o, o) en el plano, definimos el entorno § de (xg,yo) como el disco con radio 6 > 0
centrado en (zg, yo)-

Disco abierto: {(x,y) | v/(z — 20)2 + (y — v0)? < 0}
Disco cerrado: {(z,y) | V/(z — x0)2 + (y — y0)% < 6}

Y Y

5\ 0
| ==} _ -
)

(4

/ (z0,y0)

Disco abierto Disco cerrado

Definiciéon 2.2. Un punto (zg,yo) en una region R del plano es un punto interior de R
si existe un entorno § de (xg, yo) que esté contenido completamente en R.
Si todo punto de R es un punto interior, entonces R es una region abierta.
Un punto (zg,yo) es un punto frontera de R si todo disco abierto centrado en (zo, yo)
contiene puntos dentro de R y puntos fuera de R.
Si una regién contiene todos sus puntos frontera, la region es cerrada. Una region que
contiene algunos pero no todos sus puntos frontera, no es ni abierta ni cerrada.

Y

Punto frontera

Punto interior

R Frontera de R
v v

Frontera y puntos interiores de una region R

2.2. Limite de una funcién de dos variables

Definicién 2.3 (Limite). Sea f una funcion de dos variables definida en un disco abierto
centrado en (g, yo), excepto posiblemente en (zg, o), v sea L un nimero real. Entonces,

lim  f(z,y) =1L

(z,y)—(x0,y0)

si para cada € > 0 existe un ¢ > 0 tal que

|f(z,y) — L| < e siempre que 0 < \/(m—x0)2 +(y—yo)? <
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Observaciones.

» Graficamente, la definicion de limite implica que para todo punto (z,y) # (xo, o)
en el disco de radio 4, el valor f(z,y) estd entre L+ey L — e.

= La definicién del limite de una funcién en dos variables es similar a la definicién
del limite de una funcién en una variable, pero existe una diferencia importante.
Para determinar si una funcién en una sola variable tiene limite, s6lo se necesita
ver que se aproxime al limite por derecha y por izquierda, y el limite existe cuando
se aproxima al mismo limite por ambos lados. En cambio, en la funcién de dos
variables, la expresion
(z,y) = (20, %)

significa que el punto (z,y) puede aproximarse al punto (xg, o) por cualquier di-
reccion. Si el valor de

lim f(z,y)

(z.y)—(z0,y0)
no es el mismo al aproximarse por cualquier direcciéon, o trayectoria, o camino, a
(20, o), €l limite no existe.

Ejemplo (Verificar un limite a partir de la definicion). Queremos verificar que

lIim x=a
(z,y)—(a,b)

Sea f(x,y) = x y L = a. Se necesita mostrar que para cada € > 0, existe un entorno §
de (a,b) tal que
[f(z,y) — Ll = |z —a] <e

siempre que (z,y) # (a,b) se encuentre en el entorno.
Primero se puede observar que 0 < y/(z — a)? + (y — b)? < § implica que

|f(xay)_a|:|llf—a|:\/($—a)2§\/(x_a)2+(y_b)2<5

Asi que podemos elegir § = ¢ y el limite queda verificado.

Observacion. Los limites de las funciones de varias variables tienen las mismas propie-
dades respecto a la suma, diferencia, producto y cociente que los limites de funciones de
una sola variable.

Ejemplo (Calculo de un limite). Queremos calcular
, 52y

lim ———
(29)>(12) % + y?

Usando las propiedades de los limites de productos y de sumas se obtiene

lim 522y = 5(12)(2) = 10 lim (2244 =(12+21) =5
i By (19)(2) y (Lweuz# y7) = ( )

Como el limite de un cociente es igual al cociente de los limites (y el denominador no es

0), tenemos
512 10
m Y T
(@y) -1 2> +y> 5
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Ejemplo (Verificar un limite). Queremos verificar que

52y

m ——=0
(z,9)—(0,0) 2 + 32

En este caso, los limites del numerador y del denominador son ambos 0, por lo tanto
no se puede determinar la existencia (o inexistencia) del limite tomando los limites del
numerador y del denominador por separado y dividiendo después. Sin embargo, por la
grafica de f, parece razonable pensar que el limite pueda existir.

Procedemos utilizando la definicién de limite.
Notar que

2

x
yl<Va+y*  y 55 <1

2 +y? =

Entonces, en un entorno § de (0, 0), se tiene 0 < /a2 4+ y? < 4, lo que, para (z,y) # (0,0)
implica

52y x?
o) = 0l = | 252 =5l (53 ) <5l < 5V 77 < 50
—_———
<1
Por lo tanto, eligiendo § = ¢/5 concluimos
52y

m ———=0
(z,y)—(0,0) T° + Y
Observacion. Con algunas funciones es facil reconocer que el limite no existe. Por ejemplo,

esta claro que el limite
1

Iim —
(9)—(0,0) 2% + y?
no existe, porque el valor de f(z,y) crece sin tope cuando (z,y) tiende a (0,0) a lo largo

de cualquier trayectoria.
Con otras funciones no es tan facil reconocer que un limite no existe.



2 LIMITE DOBLE Y CONTINUIDAD 6

Figura 1: Gréfica de la funcién —+—
]

Ejemplo (Un limite que no existe). Queremos mostrar que el siguiente limite no existe:
2 2\ 2
x R—
lim (S—2
(@)—(0,0) \ 72 + y?

2 2\ 2
flz,y) = (;Jr‘zz)

consta de todos los puntos del plano zy con excepcion del punto (0, 0). Para mostrar que
el limite no existe cuando (z,y) se aproxima a (0,0), considérese aproximaciones a (0, 0)
a lo largo de dos trayectorias diferentes:

Alo largo del eje x, todo punto es de la forma (z,0) y el limite a lo largo de esta trayectoria
es

El dominio de la funcion

2 _ 2 2
m () = 1m 12=1
(2,0)—(0,0) \ 22 + 02 (2,0)—(0,0)

Sin embargo, si (z,y) se aproxima a (0,0) a lo largo de la recta y = x, se obtiene

22 — 22\ ? 0\?
it =) = K — ) =0
(0)(0.0) <x2 + x2) (2:0)2(0.0) (2:62)

Esto significa que en cualquier disco abierto centrado en (0,0) existen puntos (z,y) en
los que f toma el valor 1 y otros puntos en los que f asume el valor 0. Por ejemplo,
f(z,y) = 1 en los puntos (1,0), (0,1,0), (0,01,0) y (0,001,0), vy f(z,y) = 0 en los
puntos (1, 1), (0,1,0,1), (0,001, 0,01) y (0,001, 0,001). Por lo tanto f no tiene limite cuando
(z,y) — (0,0).

2.3. Continuidad de una funciéon de dos variables

En el ejemplo “Calculo de un limite” de la secciéon anterior, se podria haber calculado
el limite de f(z,y) = bz%y/(z* + y?) cuando (x,y) — (1,2) directamente evaluando la
funcion en ese punto: f(1,2) = 2. En tales casos se dice que la funcion es continua en el
punto (1,2).
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Definicion 2.4 (Continuidad de una funcién de dos variables). Una funcion f de dos
variables es continua en un punto (xg, o) de una region abierta R si f(zg,yo) es igual al
limite de f(z,y) cuando (x,y) — (2o, o). Es decir

lim  f(x,y) = f(xo0, %)

(@,y)—(z0,y0)
La funcién f es continua en la region abierta R si es continua en todo punto de R.

En el ejemplo “Verificar un limite” de la seccion anterior se mostro que la funcion f(x,y) =
5z%y/(z* + y*) tiene limite definido en (0,0), sin embargo no es continua en (0,0) ya
que f(0,0) no esté definida. En ese caso se podria eliminar facilmente la discontinuidad
definiendo el valor de f en (0,0) igual a su limite. A tales discontinuidades se llaman
remouibles o evitables. En cambio, en el ejemplo “Un limite que no existe”, se mostré una
funcion que no esta definida en (0,0), y tampoco tiene limite en dicho punto, por lo que
es una discontinuidad no removible o inevitable.

Teorema 2.1 (Funciones continuas en dos variables). Si k es un ntumero real y f y g son
funciones continuas en (xg, o), entonces las funciones siguientes son continuas en (xg, ¥o):

1. Multiplo escalar: kf 3. Producto: fg
2. Suma y diferencia: f + g 4. Cociente: f/g, si g(xg,yo) # 0

Teorema 2.2 (Continuidad de una funcién compuesta). Si h es continua en (xg,yo) y
g es continua en h(xg, o), entonces la funciéon compuesta (g o h)(x,y) = g(h(x,y)) es
continua en (xg, yo). Es decir,

lim  g(h(z,y)) = g(h(xo,y0))

(z,y)—(z0,y0)
Observacion. En el teorema anterior, notar que h es una funcion de dos variables mientras
que ¢ es una funcién de una variable.

Ejemplo (Analisis de la continuidad). Queremos analizar la continuidad de estas funcio-
nes:

T — 2y 2
PO 2. g(z,y) =

1. f(x,y) =
f(x,y) —

1. Como la funcién racional es continua en todo punto de su dominio, se puede concluir
que f es continua en todo punto del plano xy excepto en (0,0).

2. La funcion 2/(y—z?) es continua excepto en los puntos en los cuales el denominador
es 0, y — 2% = 0. Por tanto, se puede concluir que la funcién es continua en todos
los puntos excepto en los puntos que se encuentran en la pardbola y = 22, En el
interior de esta parabola se tiene y > 22, y la superficie representada por la funcion
se encuentra sobre el plano xy. En el exterior de la parabola, y < 22, y la superficie
se encuentra debajo del plano zy
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3. Derivadas parciales y direccionales

3.1. Derivadas parciales

Seccion 13.3 del libro
R. Larson, R. Hostetler, B. Edward, CALCULO II, Piramide, 2010.

Para esta seccion no se hace apunte, ya que seria una copia textual de dicho libro. Ver
péaginas 906 a 911.
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Librar

Mary Rvans Puctire

JEAN L RoND p'ALemBERT (1717-1783)

La introduccion de las derivadas parciales
ocurrid afios después del trabajo sobre el
célculo de Newton y Letbniz. Entre 1730 y
1760, Leonhard Euler y Jean Le Rond
d’Alembert publicaron por separado vanos
articulos sobre dindmica en los cuales
establecieron gran parte de [a teoria de las
derivadas parcales. Estos articulos utibizaban
funciones de dos o més variables paza estudiar
problemas de equilibrio, movimiento de
fhuidos y cuerdas vibrantes

Funciones de varias variables

Derivadas parciales

¢ Hallar y utilizar las derivadas parciales de una funcién de dos variableg,
e Hallar y utilizar las derivadas parciales de una fancién de tres o mas Vvariableg,
¢ Hallar derivadas parciales de orden superior de una funcién de dos o treg

variables.

Derivadas parciales de una funcién de dos variables

En aplicaciones de funciones de varias variables suele surgir la pregunta: ;“Cgy
afectarfa al valor de una funcién un cambio en una de sus variables independientess
Se puede contestar esta pregunta considerando cada una de las variables indepg
dientes por separado. Por ejemplo, para determinar el efecto de un catalizador ,efn
experimento, un quimico podria repetir €l experimento varias veces usando cantidad
distintas de catalizador, mientras mantiene constantes las otras variables como tem
peratura y presion. Para determinar la velocidad o el ritmo de cambio de una fungjs
J respecto a una de sus variables independientes se puede utilizar un procedimiery
similar. A este proceso se le 1lama derivacién parcial y el resultado se llama derivg
da parcial de f con respecto a la variable independiente elegida. '

Definicién de las derivadas parciales d‘e” una funcién de dos variabled

Si z = f(x, y), las primeras derivadas parciales de f con respecto a x y y son
las funciones f, y f, definidas por

flx + Ax,y) — f(x,9)

K y) = Aligo Ax
o [y + Ay) - flxy)
fy(x, y) = Al§r—r>10 Ay

siempre y cuando el limite exista.

Esta definicién indica que si z = f(x, y), entonces para hallar f, se considera}
constante y se deriva con respecto a x. De manera similar, para calcular f,, se consi
dera x constante y se deriva con respecto a y.

EJEMPLO I Hallar las derivadas parciales

Hallar las derivadas parciales f, y f, de la funcién
F,y) = 3x — x%y? + 2x3y.

Funcién original.

Solucién  Si se considera y como constante y se deriva con respecto a x se obtiene
fly) = 3x — x%% + 2
flx,y) =3 — 2xy? + 6x%y.

Si se considera x constante y se deriva con respecto a y obtenemos
flxy) = 3x — x%2 + 2%y
£ y) = =2x%y + 2%,

Escribir 1a funcién original.

Derivada parcial con respecto a x.

Escribir la funcién original.

Derivada parcial con respecto a y,



Plano: y =y,

3 . -
6—£ = pendiente en la direccion x

Figura 13.29

o Yo 2)

7 %\%» y

Plano: x = X

9
:'Tﬁ = pendiente en la direccion y

Figura 13.30
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Motacién para las primeras derivadas parciales
Si z = f(x, y), las derivadas parciales f, y f, se denotan por

) 3 1
af({, y) =fxy =z, = P

8l o e e
a—yf(x, ) =fxy) =z, = ay
Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto (a, b) se denotan por

9z . 9z ' ;
—| . =flab — = f,la, b).
P I flab) y e fla, b)

a,

EIEMPLO 2 Hallar y evaluar las derivadas parciales
| ——— oy
Dada f(x, y) = xe*”, hallar f, y f,, y evaluar cada una en el puhto (1,In2).
Sgiucién Como -
f;(x, y) = xe‘2¥ (ny) + ¥ Derivada parcial con respecto a x.

la derivada parcial de f con respecto a x en (1, In 2) es
£(1,In2) = e"?21In2) + eh?

=4In2 + 2.
Como
£x,y) = xe*(x?)
= 3" Derivada parcial con respecto a y.

la derivada parcial de f con respecto a y en (1, 1n 2) es
fy(l, In2) = el»2

:2. —_—

Las derivadas parciales de una funcién de dos variables, z = f(x, ), tienen una
interpretacion geométrica Gtil. Si y = y,, entonces z = f(x, y,) representan la curva
interseccién de la superficie z = f(x, y) con el plano y = y,, como se muestra en la
figura 13.29. Por consiguiente, '

lfm ~.f(x() + Axa yo) . f(xO, yO)
Ax—0 Ax

fx(xm }’0) -

representa la pendiente de esta curva en el punto (xy, Yo, f(xo, ¥5)). N6tese que tanto la
curva como la recta tangente se encuentran en el plano y = y,. Andlogamente,

. N o f(xcv Yo t Ay) — flxg, ¥0)
f;’(xO’ yO) - AlylEO Ay

representa la pendiente de la curva dada por la interseccién de z = f(x, y) y el plano
x = Xq en (Xg, Yor f(%X0s ¥o))» cOMO se muestra en la figura 13.30.

Informalmente, los valores df/dx y 8f/ 3y en (xg, Yo, Zo) denotan las pendientes de
la superficie en las direcciones de x y y, respectivamente.
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EJEAMFLO 3 Hallar las pendientes de una superficie
en las direcciones de xy de y

Hallar las pendientes en las direcciones de x y de y de la superficie dada por

. x2 5, 25
. - 4+ =

en el punto (%, 1,2).

Solucién  Las derivadas parciales de f con respecto ax y a y son

ey)=—-x vy  fxy)=-2. Derivadas parciales

Por tanto, en la direccién de x, la pendiente es

1 1
'f;‘(i’ 1) — _5 Figura 13.314.

y en la direcci6n de y, la pendiente es

1
f;(i’ ]) = =2, Figura 13.315.
z z
Superficie:
4T X _2,25 4
fun=-Z5-y+73

~ Pendiente en la direccidn de x: 3// ' | Pendienteenla direcci6n
l ; ‘ X
(1) 1
" Al Y= hlz1)=-2
a) b)
Figura 13.31

EJEMFLO 4 Hallar las pendientes de una superficie

tsr(“p";ﬁ“l“' e K3y — “ en las direcciones de x y de y
LY=l-(-12-(-

z s Hallar las pendientes de la superficie dada por
(Y . -
C fey) =1 -G - 12— (y—2)?
en el punto (1, 2, 1), en las direc_:cio_nes de x y de y.

£, 9)

?\4»\.__ y Solucién Las derivadas parciales de fcon respecto a x y y son
x fly)=-2(x—-1) y - fxy) =-2(y—2). Derivadas parciales.5
Por tanto; en el punto (1', 2, 1), las pendientes en las direcciones de x y de y son
) =-20-D=0 'y  £(1L,D)=-22-2=0
Figura 13.32 como se rhue'stra. en la figura 13.32.



asend

Fl 4rea del paralelogramo es ab sen
Figura 13.33
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Sin importar cuédntas variables haya, las derivadas parciales se pueden interpretar
como tasas, velocidades o ritmos de cambio.

EJEMPL.O 5 Derivadas parciales como velocidades
PR s ¥ s— - .
© ritmos de cambio

El 4rea de un paralelogramo con lados adyacentes a y b entre los que se forma un
dngulo @ estd dada por A = ab sen 0, como se muestra en la figura 13.33.

a) Hallar la tasa o el ritmo de cambio de A respectode asia = 10,5 =20y 6 =

3 o3y

b) Calcular la tasa o el ritmo de cambio de A respettode 8sia = 10,b =20y 6 =

=N

Selucion

a) Para hallar ]a tasa o el ritmo de cambio del drea respecto de @, se mantienen by 6
constantes y se deriva respecto de a para obtener

9A

e bsen® Derivada parcial respecto a a.
JdA T

— = 20sen—_ = 10. Sustituira b y 6.

da 6 Y

b) Para hallar la tasa o el ritmo de cambio del drea respecto de 6, se mantiene a y b
constantes y se deriva respecto de 6 para obtener

6_9 = ab cos 0 Derivada parcial respecto de 0.
0A
S5 = 200 cos ¢ = 100/3. Sustituir a, by .

Derivadas parciales de una funcién de tres o mas variables

El concepto de derivada parcial puede extenderse de manera natural a funciones de
tres 0 mds variables. Por ejemplo, si w = f(x, y, z), existen tres derivadas parciales
cada una de las cuales se forma manteniendo constantes las otras dos variables. Es
decir, para definir la derivada parcial de w con respecto a x, se consideran y y z cons-
tantes y se deriva con respecto a x. Para hallar las derivadas parciales de w con respec-
to a y y con respecto a z se emplea un proceso similar.

N Sa
% =fx 2= Alny‘O fooy + AJ’:A? —fxy,2)
'Z_VZV = fx,2) = A]fgof(x,y,z + izz) — flx, 3. 2)
En general, si w = f(x,, x,,. . ., x,), hay n derivadas parciales denotadas por
3—:{ =jjrk(x1,x2,. . ".x")’ k=1,2,...,n

Para hallar la derivada parcial con respecto a una de las variables, se mantienen cons-
tantes las otras variables y se deriva con respecto a la variable dada.

WY
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NOTA Observar que los dos tipos de
notaci6n para las derivadas parciales
mixtas tienen convenciones diferentes
para indicar el orden de derivacién.

dy (g) aya

(f;.c)y = fxy

Se puede recordar el orden de ambas
notaciones observando que primero se
deriva con respecto a la variable mds
“cercana” a f.

Orden de derecha a izquierda.

Orden de izquierda a derecha.

Funciones de varias variables

EJEMPLO 6 Hallar las derivadas parciales

a) Para hallar la derivada parcial de f(x,y, z) = xy + yz2 + xz con respeciy iz
consideran x y y constantes y se obtiene

va%[xy +.yz2% + xz].= 2yz + x.

b) Para hallar la derivada parcial de f{x, y, z) = z sen(xy? + 2z) con respecto g z,
consideran x y y constantes. Entonces, usando la regla del producto, se obtiene

6%[zsen(}ncy2 + 27)] = (z)aiz[sep(xyz + 22)] + sen(xy? + 22) a% 2]

= (DlcosCry® + 29J(2) + sen(xy” + 22)
= 2z cos(xy? + 2z) + sen(xy? + 22).

¢) Para calcular la derivada parcial de f(x,y,z,w) = (x + y + z)/w con respecto
w, se consideran x, y y z constantes y se obtiene

LA EETES
ow w

xty+z
I

w

Derivadas parciales de orden superior

Como sucede con las derivadas ordinarias, es posible hallar las segundas, terce
etc., derivadas parciales de una funcién de varias variables, siempre que tale
derivadas existan. Las derivadas de orden superior se denotan por el orden al que
hace la derivacién. Por ejemplo, la funcién z = f(x, y) tiene las siguientes derivada
parciales de segundo orden.

1. Derivar dos veces con respecto a x:

()

2. Derivar dos veces con respecto a y:

-

3. Derivar primero con respecto a x y luego con respecto a y:

nlar) -

4. Derivar primero con respecto a y y luego con respecto a x:

axay
Los casos tercéro y cuarto se llaman derivadas parciales mixtas (cruzadas)-

ik

axz I

2072

dyox =fo
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EJEMPLO 7 Hallar derivadas parciales de segundo orden
SN . TSR

Hallar las derivadas parciales de segundo orden de f(x, y) = 3xy? — 2y + 5x%y% y
“determinar el valor de f,(—1,2).

Solucion Empezar por hallar las derivadas parciales de primer orden con respecto a
xXyy.
flxy) =3y + 10y y  fxy) =6xy — 2 + 10x%

Después, se deriva cada una de éstas con respecto a x y con respecto a y.

fulx,y) = 10y2 y o funy) =6x + 1022
fy) =6y +20xy y [0y = 6y+ 20xy
En (_1, 2), el valor de fxy €S fxy(_l,Z) =12 — = —28. ————

NOTA - En el ejemplo 7 las dos derivadas parciales mixtas son iguales. En el teorema 13.3 se
dan condiciones suficientes para que esto ocurra.

TEOREMA 13.3 lgualdad de las derivadas parciales mixtas

Si f es una funcién de x y y tal que £, y £, son continuas en un disco abierto
R, entonces, para todo (x, y) en R,

fxy(x’ y) = f;)x(x’ )’)-

El teorema 13.3 también se aplica a una funcién f de tres o mds variables siem-
pre y cuando las derivadas parciales de segundo orden sean continuas. Por ejemplo, si
w = f{x, y, z) y todas sus derivadas parciales de segundo orden son continuas en una
regién abierta R, entonces en todo punto en R el orden de derivacign para obtener las
derivadas parciales mixtas de segundo orden es irrelevante. Si las #rivadas parciales
de tercer orden de f también son continuas, ¢l orden de derivacic’)n“para obtener las
derivadas parciales mixtas de tercer orden es irrelevante.

EJEMPLO 8 Hallar derivadas parciales de orden superior
MO < B SN

Mostrar que f,, = £, ¥ Sz = foxe = fozx Para la funcién dada por
fl,y,2) = ye* + xIn z,
Solucién
Derivadas parciales de primer orden:
X
FACA z) = ye* + Inz, fz(x’ ¥ 2= Z

Derivadas parciales de segundo orden (nétese que las dos primeras son iguales):

1 1 x
f;;z(x» ¥, Z) . ;’ fzx(-x’ Y, Z) = Zs fzz(x, Y, Z) - _?
Derivadas parciales de tercer orden (nétese que las tres son iguales):

1

1
fm(xs Ys Z) = _Z_Z, fuz(x’ ¥, Z) = 7?7

1
Jali9.) = = e
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3.2. Derivadas direccionales
Secciéon 13.6 del libro
R. Larson, R. Hostetler, B. Edward, CALCULO II, Piramide, 2010.

Para esta seccion no se hace apunte, ya que seria una copia textual de dicho libro. Ver
péaginas 931 a 933.
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m Derivadas direccionales y gradientes

* Hallar y usar las derivadas direccionales de una funcién de dos variables.

* Hallar el gradiente de una funcién de dos variables.

¢ Utilizar el gradiente de una funci6n de dos variables en aplicaciones.

* Hallar las derivadas direccionales y el gradiente de funciones de tres variables.

Suponer que se estd en la colina de la figura 13.42 y se quiere determinar la inclinacién
de la colina respecto al eje z. Si la colina est4 representada porz = f(x, y), se sabe como
determinar la pendiente en dos direcciones diferentes: I pendiente en la direccién de y

gstd dada por la derivada parcial £, (x, y), y.la pendiente en la direccion-de o esti-dada
por la derivada parcial f, (x, y). En esta secci6n se verd que estas dos derivadas parciales

pueden usarse para calcular la pendiente en cualquier direccién.

- Para determinar la pendiente en un punto de una superficie, se definird un nuevo

Uipo de derivada llamada derivada direccional. Sea z = f(x,y) una superficie y

v = P(xy, ) un punto en el dominio de £, como se muestra en la figura 13.43. La “direc-
f‘;p;;;ﬁ;‘)e cién” de la derivada direccional est dada por up. vector unitario.

Figura 13.42 \u_= cos 0i + sen6j |

donde 6 es el dngulo que forma el vector con el eje_x positivo. Para hallar 1a pendiente
deseada, se reduce el problema a dos dimensiones cortando la superficie con un plano
vertical que pasa por el punto P y es paralelo a u, como sé muestra en la figura 13.44.
Este plano vertical corta la superficie formando una curva, C. La pendiente de Ia super-
ficie en (xo, vy, £ (o, o)) €n la direcei6n.de.u se define_como la pendiente.de 1a.curva
Cenese punto. i

De manera informal, se puede expresar la pendiente de 1a curva C como un limite
andlogo a los usados en el célculo de una variable. El plano vertical utilizado para for-
mar C corta el plano xy en.una recta.L, representada por las ecuaciones paramétricas,

X = x, +G‘]cos 0
0 e .
y

2=f(x,y)

R

z Superficie: “~de manera que para todo valor de 7, el—Ble_OQ(&-;&) s¢_encuentra en la recta L. Para
1 z=fx, V) cada uno de los puntos Py Q, hay un punto correspondiente en la superficie,
w. e e st 1 55 R A
(xo’ Yoo f' (xo, yo)) Punto sobrg 2.
(x, 3, flx, ¥)) Punto sobre Q.

‘Como la distancia entre Py Q es

Vi = x)? + (y — y 2 = St cos 6> + (¢ sen §)?
=l

se puede escribir la pendiente de secante que pasa por (%0, Yor flxgs ¥o)) y:‘(x, v, fx,5)
como

Figura 13.44 fx, ) = flxg vo) _ Sl + tcos 6,y + tsen) — flx,, y)
t t '

Por tltimo, haciendo que 7 se aproxime a 0, se llegaala definicién siguiente.
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Superficie
z=fx, V)

* El vector u‘
Figura 13.45

Funciones de varias variables

Definicién de la derivada direccional
Sea f una funcién de dos variables x y ¥,y seau = cos 6i +sen-6jun Vector

unitarip. Entonces la derivada direccional de f en la direccién de u, que s¢
denota D, f, es

f(x + cos 6,y + tsenf) — f(x,y)
t

D, flx, y) = lim

siempre que este limite exista.

Calcular derivadas direccionales empleando esta definicién es 1o mismg
encontrar la derivada de una funci6n de una variable empleando el proceso del i
(seccién 2.1). Una férmula “de trabajo” mds simple para hallar derivadas dire
nales emplea las derivadas parciales £,y f,.

' TEOREMA 13.9 Derivada direccional

Si f es una funci6n diferenciable de x y y, entonces la derivada direccional de
en la direccion del vector unitario u = cos fi + senfj es

Duf(x’ y) = f;(x, y) cos 9 + f;,(X, )’) sen 6.

EPemostracién Dado un punto fijado (x;, yy), seax = x, + fcos Oy seay =y
t sen 6. Ahora, se hace g(f) = f(x, y). Como f es diferenciable, se puede apli
regla de la cadena del teorema 13.7 para obtener

80 = flx, y)x(0) + £(x,3)y () = £{x,y) cos 6 + f,(x, y) sen.
Sit = 0, entonces x = x, y y = ¥, por tanto

g (0) (x[)s yO) cos 6 + f(x[)y yo) Sen9

De acuerdo con la definicién de g(z), también es verdad que

'(O) g (t ) g (0)

O f(xo + tcos 6,y, + ¢ senb)
=1 t

— flxg )’o)~

Por consiguiente, D, f(xy, yo) = f,(xq, yo) cos 8 + £, (x,, ¥o) sen 6.

Hay una cantidad infinita de derivadas direccionales en un punto dado de.
superficie, una para cada direccién especificada por u, como se muestra en la fi
13.45. Dos de éstas son las derivadas parciales £, y f.

1. En la direccién del eje x positivo (o semieje positivo x) (8 = 0): u = cos 0
senQj=1i

D, f(x, ¥} = f{x, y) cos O + f(x, y) sen0 = f,(x, y)

2. En la direccién del eje y positivo (o semieje positivo y)

(6=m/2):u= cosgi + sengj =j

D;f(x y) = f{x.y) cos—+f (. y) sen— = £(xy)



Superficie.
fr. =4~ - %y’

Figura 13.46

NOTA La figura 13.46 muestra que la
derivada direccional se puede interpretar
como la pendiente de la superficie en el
punto (1, 2, 2) en la direccién del vector

unitario w.

Supetficie:
fix, y) = x? sen 2y

Figura 13.47

25 -4
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EJEMPLO i Hallar una derivada direccional

Hallar la derivada direccional de

flxr,y) =4 — x2 ~ {y? Superficie.
en (1, 2) en la direccién de
u= (cos 1—T)i ~+ (senz)' Direcci6
3 3 J. ireccion.

Soiucién Como f y £, son continuas, f es diferenciable, y se puede aplicar el teo-
rema 13.9.

D, f(x,y) = fx,y) cos 6 + f;(x, y) senf

= (—2x)cos O + (—%) sen §

.

Evaluandoen 8 = 7/3,x = 1y y = 2 se obtiene

pust) = 3(3) + o)
Vi

2
= 1866. Ver ﬁgura 13.46. —_—

= =] -

R

Se ha especificado la direccién por medio de un vector unitario . Si la direccién
estd dada por un vector cuya longitud no es 1, se debe normalizar el vector antes de
aplicar la férmula del teorema 13.9.

EIEMPLC 2 Hallar una derivada direccional
A A e e

Hallar la derivada direccional de
flx,y) = x?sen2y Superficie.
en (1, 7/2) en la direccién de

v =23~ 4j. Direcci6n.

Solucién Como £y f, son continuas, f es diferenciable, y se puede aplicar €l teo-
rema 13.9. Se comienza por calcular un vector unitario en la direccién de v.

4

u=g—=<i——_j=cos0i + senbj
R Y

Usando este vector unitario, se tiene

D, f(x, )} = (2xsen2y)(cos ) + (2x2 cos 2y)(sen 6)
D.,f(l, —g) = (2sen 77)(%) + (2 cos 17)(—%)

-of)+ca(-y

8
Ver figura 13.47,

g. C——
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4. Integrales dobles
Seccion 14.2 del libro
R. Larson, R. Hostetler, B. Edward, CALCULO II, Piramide, 2010.

Para esta seccion no se hace apunte, ya que seria una copia textual de dicho libro. Ver
péaginas 990 a 997.
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Integrales dobles y volumen

« Utilizar una integral doble para representar el volumen de una region sélidg
¢ Utilizar las propiedades de las integrales dobles. '
¢ Evaluar una integral doble como una integral iterada.

Integrales dobles y volumen de una regién sélida

Se sabe que una integral definida sobre un intervalo utiliza un proceso de lfmitg

Superficie: |, asignar una medida a cantidades como el érea, el volumen, la longitud de arco y

7=fxy) masa. En esta seccién, se usard un proceso similar para definir la integral doble
una funci6én de dos variables sobre una regién en el plano. ‘

Considérese una funcién continua f tat que f(x,y) = O para todo (x, ¥) en i

regi6én R del plano xy. El objetivo es hallar el volumen de la regién sélida compreng

da entre la superficie dada por b

zZ= f(x, y) Superficie sobre el plano xy.

y el plano xy, como se muestra en la figura 14.8. Para empezar se sobrepone una r¢
o cuadricula rectangular sobre Ia regién, como se muestra en la figura 14.9, Los re
tangulos que se encuentran completamente dentro de R forman una particién inte
rior A, cuya norma [|A|| est4 definida como la longitud de la diagonal mds larga de I
n rectdngulos. Después, se elige un punto (x;, y,) en cadarectdngulo y se forma el pris
Figura 14.8 ma rectangular cuya altura es f(x;, y,), como se muestra en la figura 14.10. Como
drea del i-ésimo rectdngulo es ‘

€

AA, Area del recténgulo i-ésimo.
se sigue que el volumen del prisma i-€simo es

f(xi, yi) AA; Volumen del prisma i-ésimo.
y ¢l volumen de la regién sélida se puede aproximar por la suma de Riemann de |
volimenes de todos los n prismas,

Ef (x,-, }’,-) AAi Suma de Riemann.
i=1 |

como se muestra en la figura 14.11. Esta aproximacién se puede mejorar tomando rede

Superficie: ¢
z=flx,y) |

Los rectangulos que se encuentran dentro de R Prisma rectangular cuya base tiene un area de Volumen aproximado por prismas
forman una particion interior de R AA;ycuya alturaes f(x, y,) rectangulares
Figura 14.9 Figura 14.10 Figura 14.11



Supetficie.
— .- Loy s
f, =1~ 52"~ 5
Figura 14.12

Figura 14.13
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EJEMPLG | Aproximar el volumen de un sélido
(= = , , e ‘
Aproximar el volumen del sélido comprendido entre el paraboloide
1 1
1 _Lta2_ 15
floy) =1-3x* =2y

y la regién cuadrada R dadapor 0 < x =< 1,0 s y < 1. Utilizar una particién for-
mada por los cuadrados cuyos lados tengan una longitud de %.

Solzcién  Para empezar se forma la particién especificada de R. En esta particion, es
conveniente elegir los centros de las subregiones como 1os puntos en los que se evalda
fx, ).

'

Gs)  G)  GY G
Gsy G GY  GI
&) G G G
G &3 G (%, 9

Como e] 4rea de cada cuadrado es AA; = 16, el volumen se. puede aprox1mar por la
suma S

Ef(x y,) AA; = 2( ;xz% .2}’: )(116) t \ -
~0.672.-

Esta aproxuna016n se muestra graficamente en la figura 14.12. El volumen exacto del
sélido es § (ver el ejemplo 2). Se obtiene una mejor aproximacién si se usa una part1—
ci6n mds fina. Por ejemplo, con una particién con cuadrados con lados de longitud 15 10,
la aproximacién es 0.668. —_—

TECNOLOGIA  Algunas graficadoras tridimensionales pueden representar fi-
guras como la mostrada en la figura 14.12. La grifica mostrada en la figura 14,13
se dibujé con un programa para computadora. En esta grifica, obsérvese que cada
uno de los prismas rectangulares estd dentro de la regién sélida.

En el ejemplo 1, hay que observar que usando particiones més finas, se obtienen
mejores aproximaciones al volumen. Esta observacién sugiere que se podria obtener
el volumen exacto tomando un limite. Es decir,

Volumen = lim > f(x, y,) AA,.
la]—o =4

El significado exacto de este limite es que el limite es igual a L si para todo & > 0
existe un & > 0 tal que

’L - if(xi,y,-)AA,- <e

para toda particién A de la regién plana R (que satlsfaga Al < & y para toda elec-
cién posible de x; y y; en la regién i-€sima.

El uso del limite de una suma de Riemann para definir un volumen es un caso
especial del uso del limite para definir una integral doble. Sin embargo, el caso ge-
neral no requiere que la funcién sea positiva o continua.
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— 4 v

Las cantidades en la tabla representan
la profundidad (en nmidades de 10
yardas) de la tierra en el centro de

cada cuadrado de la figura.

|1 2]3
1 10| 9] 7
2 7 7 4
3 S (18] 4
4 4 |5 | 3

'

m -

Aproximar el mimero de yardas cibi-
cas de tierra en ¢l primer octante.
(Esta exploraci6n la suginé Robert
Vujack, Ridgewood High School,
Ridgewood, NI.)

' R=RUR,

— R

Dos regiones no.se sobreponen si su intersec-
cidn es un conjunto de érea 0. En esta figura,
el area del segmento de la recta comtn a R, y
R es0 '
Figura 14.14

Definicién de integral doble
Si f estd definida en una regién cerrada y acotada R del plano xy, entonceg la
integral doble de f sobre R estd dada por '

J;J’f(x,»y) dA = lim 2f(xi’ v,) AA,

a0 &

NOTA Una vez definidas las integrales dobles, se verd que una integral definida ocasj
mente se le [lama integral simple.

Para que la integral doble de f en la regién R exista es suficiente que Rp
expresarse como la unién de un nimero finito de subregiones que no se sobrepon
(ver figura 14.14) y que sean vertical u horizontalmente simples, y que f sea co
nua en la regién R,

Una integral doble se puede usar para hallar el volumen de una regién sélida
se encuentra entre el plano xy y la superficie dada por z = f{x, y). ‘

Volumen de una regién sélida

Si f es integrable sobre una regi6n plana Ry f{x, y) = 0 para todo (x, y) en R,
entonces el volumen de la regi6n sélida que se encuentra sobre R y bajo la gra-
fica de f se define como

V= J; j f(x, y) dA.

Propiedades de las integrales dobles

Las integrales dobles tienen muchas de las propiedades de las integrales simples.

TEOREMA 14.1 Propiedades de las integrales dobles

Sean f y g continuas en una regi6n cerrada y acotada R del plano, y sea ¢ una
constante.

1. J; f cf(x, y) dA = cL f fx,y) dA

2. J;f[f(x,y) = g(x,y)] dA = Lff(x,y)dA * Lfg(x,y)dA

3. jff(x,y) dA = 0, si flx,y) =0
R

o [ [senan f [stwsran, i ste) = oten

S. jff(x’ y) dA = f jf(x, y) dA + f ff(x,y) dA, donde R es la unién de
R R, R,

dos subregiones R; y R, que no se sobreponen.




% transversal
Base:y =5 triangular

2

Volumen: j A(x) dx
0

Figtra 14.15

y=0d

Seccion transversal triangular
Figura 14.16

~y

x“ X"
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Evaluacion de integrales dobles

Normalmente, el primer paso para evaluar una integral doble es reescribirla como una
integral iterada. Para mostrar c6mo se hace esto, se utiliza el modelo geométrico de
una integral doble, el volumen de un sélido.

Considérese la regién sélida acotada por el plano z = f(x,y) =2 — x — 2y y por
los tres planos coordenados, como se muestra en la figura 14.15. Cada secci6n trans-
versal vertical paralela al plano yz es una regi6n triangular cuya base tiene longitud
y = (2 — x)/2 y cuya altura es z = 2 — x. Esto implica que para un valor fijo de x, el
area de la seccién transversal triangular es ‘

Alx) = % (base)(altura) = %(2 ; x)(z =)= (2 ;x)2'

’
De acuerdo con la férmula para el volumen de un sélido de secciones transversales
conocidas (seccion 7.2), el volumen del sélido es

.
Volumen= f Alx) dx

J Q-2

__—ﬁ]_z
12 j ¥

Este procedimiento funciona, sin importar c6mo se obtenga A(x). En particular, A(x)
se puede hallar por integracin, como se muestra en la figura 14.16. Es decir, se con-
sidera x constante, y se integraz = 2 — x — 2y desde O hasta (2 — x)/2 para obtener

(2—x)/2
AG) = f @ x—2)dy
0

[(2 e yz:li]z—x)/z
-
YRR

Combinando estos resultados, se tiene la integral iterada

(2—x/2
Volumen—fff(x y)dA = jj (2 — x — 2y) dy dx.
0

Para comprender mejor este procedimiento, se puede imaginar la integracién como
dos barridos. En la integracién interior, una recta vertical barre el 4rea de una seccidn
transversal. En la integracién exterior, la seccién transversal triangular barre el volu-
men, como se muestra en la figura 14.17.

-y )
. X , x

Integrar con respecto a y para obtener el drea de la seccion transversal Integrar con respecto a x para obtener ¢l volumen del solido

Figura 14.17
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ROsxs<|
Osy=<1

AJ; 1

[ Jrenan=[ [ fndy s

El volumen de la regi6n solida es %
Figura 14.18

- El teorema siguiente lo demostré el matematico italiano Guido Fubini |
1943). El teorema establece que si R es vertical u horizontalmente simple Y fes :
tinua en R, la integral doble de f en R es igual a una integral iterada. E

'TEOREMA 14.2 Teorema de Fubini
Sea f continua en una regin plana R,

L. SiRestd definidapora < x < by g(x) = y s g(x), donde g, y g, son
continuas en [a, b], entonces '

b rg,()
jff(?f,)’) dA =f flx, y) dy dx.
RJ a Jg,(x) R

2. SiRestd definidaporcs y = dyhy(y) s x s hy(y), donde h, y hy son
continuas en [c, d], entonces

d (h,(y)
Lff(x.y)dA=f£()f(x,y)dxdy-

EJEMPLO 2 Evaluacién de una integral doble como integral iterad
| e S—" |

Evaluar

e

donde Res laregion dadapor0 s x < 1,0 s y < 1,

Solucién Como la regi6n R es un cuadrado, es vertical y horizontalmente simple
se puede emplear cualquier orden de integracion. Se elige dy dx colocando un rectdn
gulo representativo vertical en la regién, como se muestra en la figura 14.18. Con estc
se obtiene lo siguiente.

H(1-1x2—l2dA— l'l(l-lxz~lzddx

A 25 274 ), 2t )Y
N 1 1 3!
‘L (1-3)y %]«

La integral doble evaluada en el ejemplo 2 representa el volumen de la regién s6
lida que fue aproximado en el ejemplo 1. Nétese que la aproximacién obtenida en €
ejemplo 1 es buena (0.672 contra x;p_aun cuando se emple6 una particién que consta
ba s6lo en 16 cuadrados. El error se debe a que se usaron los centros de las subre
giones cuadradas como los puntos para la aproximacién. Esto es comparable @
aproximacion de una integral simple con la regla del punto medio.



1] EXPLORACION

El volumen de un sector

de parabolvide

El s6lido del ejemplo 3 tiene una
base eliptica (no cucular). Considerar
la regi6n limitada o acotada por el
paraboloide circular

=@ —22—3y2 a>0

y el plano xy. Cudntas maneras de
hallar el volumen de este s6lido se
conocen ahora? Por ejemplo, se
podria usar el método del disco para
encontrar el yolumen como un sélido
de revoluci6n. ; Todos los métodos
emplean integracién?

NOTA En el ejemplo 3, observar la
utilidad de la férmula de Wallis para
evaluar fo cos” 6 d6. Esta férmula se
puede consultar en la seccién 8.3.
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La dificultad para evaluar una mtegral simple f f{x) dx depende normalmente de
la funcién f, y no del intervalo [a, b]. Esta es una diferencia i importante entre las inte-
grales simples y las integrales dobles. En el ejemplo siguiente se integra una funcién
similar a la de los ejemplos 1 y 2. Nétese que una variacién en la regién R lleva a un
problema de integracién mucho mds dificil.

EJEMPLO 3 Hallar el volumen por medio de una integral doble

Hallar el volumen de la regién sélida acotada por el paraboloide z = 4 — x2 — 2y?y
el plano xy.

Solucién Haciendo z = 0, se ve que la base de la regién, en el plano xy, es la elipse
x* + 2y? = 4, como se muestra en la figura 14.19a. Esta regi6n plana es vertical y
horizontalmente simple, por tanto el orden dy dx es apropiado.

— 32 — 2
Limites o cotas variables paray: — . / % sys / £42_x)

Limites o cotas constantes parax: —2 < x < 2

El volumen est4 dado por

V@E=x972
f J (4 — x> — 2y) dydx Ver figura 14.195.
-2

Va=2n
V@=3972
f [(4 ~ )y } ix
" 3 |-va=n
2
= ffi @ — 2Pl dx
-2
4 /2
=— 16 cos* 6 do x=2sen 6.
3\/5 _"/2 COS X sen
: /2 )
= %(2)[ cos* 9de
0
= _12&(3_’77) Férmula de Walli
3\/5 16 ormula de S.
= 4./2m.

Base: 2<x=2

-V4-212 sy=-[4d -2

2 Superficie.

Volumen:

IZJ’ @-x5n 432 22)‘1&,;
_z_m(— —2y)dy

a)
Figura 14.19 r——
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Superficie: |, !
flr, y) = et

La base esta acotadapor y = 0,y = xy
r=1 .
Figura 14.20

En los ejemplos 2 y 3, los problemas se podrian haber resuelto empleang
quiera de los 6rdenes de integracion porque las regiones eran vertical y horj
mente simples. En caso de haber usado el orden dx dy se habrian obtenido jqte
con dificultad muy parecida. Sin embargo, hay algunas ocasiones en lag que
los 6rdenes de integracién es mucho mas conveniente que otro. El éjemph 4m
uno de estos casos,

EIEMPLO 4 Comparacién de diferentes 6rdenes de integracig

Hallar el volumen de la region sélida R acotada por la superficie
flx,y) =e* Superficie.
ylosplanosz =0,y =0,y = xyx = 1, como se muestra en la figura 14.20.

Solucion La base de R en el plano xy estd acotada por las rectas y = 0, x
y = x. Los dos posibles 6rdenes de integracion se muestran en la figura 1421

y y
R 0sx=s1 | ROsysl1
Osysx ysxsl

1,1 1,1

(1,0 ' a
»- X

Figura 14.21

Estableciendo las integrales iteradas correspondientes, se ve que el orden dx dy
quiere la primitiva (o antiderivada) fe ™’ dx, la cual no es una funcién elemental.‘Po
otro lado con el orden dy dx se obtiene la integral

A1 rx : 1 Cax
fj e"‘zdydx=f e_"zy] dx
lo Jo 0 o
l £
= f xe ¥ dx
o .

L]
2 0

1/1
- 2(e 1)
e—1

2e
= (.316.

NOTA Tratar de utilizar un integrador simbélico para evaluar la integral del ejemplo 4.



Plano
z=1-y

Paraboloide: z
7=1-x>—y 1

R O0sy=l

~y-¥ sxs\fy-y

X

Figura 14.22

Ejercicios de la seccion 14.2

5. Aproximacién La tabla muesira valores de una funcién f sobre
una regién cuadrada R. Dividir la regién en 16 cuadrados iguales
y elegir (x;, y;) como el punto més cercano al origen ef el cuadra-
do i-ésimo. Comparar esta aproximacion con la obtenida usando
el punto més lejano al origen en el cuadrado i-ésimo.

Aproximacién En los ejercicios 1 a 4, aproximar la integral
JoJ f(x,y) dA dividiendo el rectéingulo R con vértices (0, 0), (4, 0),
(4,2) y (0, 2) en ocho cuadrados iguales y hallando la suma

ilf (x,-, .Vi) AA;

donde (x;, y;) es el centro del cuadrado i-ésimo. Evaluar la inte-

SECCION 14.2

EJEMPLO 5 Volumen de una region acotada por dos superficies
Ity TS L

Hallar el volumen de la regién sélida R acotada superiormente por el paraboloide
z = 1 — x2 — y? e inferiormente por el plano z = 1 — y, como se muestra en la figu-

ra 14.22.

Solucién Igualando los valores z, se determina que la interseccion de las dos super-

ficies se produce en el cilindro circular recto dado por

M1—y=1-x2-

lumen bajo el plano, se tiene

= =y =)

Como el volumen de R es la diferencia entre el volumen bajo el paraboloide y el.vo-

Integrales dobles y volumen

1 rvy=y? , (1
Volumen:ff (1 - x2— y?)dxdy —IJ (1 —y)dxd
0J-Vy—¥? 0J-Vy=y? e
1 Vy=—y? '
=j[ (y = ¥* = x?) dxdy
0J-=y?

= L 1}[(3’ = yx = %3]

1
3] o-rra
0

=
dy

- y_yZ

-B)6)[ 0@ -vrre

/2 4.
_'lj cos edf)

1 /2
—d 4
61; cos*de

(6%

gral iterada y compararla con la aproximacién.

4 2

IJ’J (x + y)dydx
0 Jo
1% (2

2. = x%y dy dx
2o Jo
4 (2

3.j x% + y?) dydx
oJo

4 2 1
4, —————~dydx
Lo(xﬂ)(yﬂ) i’

2y — 1 = sen 6.

Férmula de Wallis.

4 4
J’ fx,y) dydx
040

e [E0) 1 2 3 4
0 32 | 31 | 28 | 23 | 16
1 31 | 30 | 27 | 22 | 15
2 28 | 27 [ 24 [ 19 | 12
3 23 | 22 | 19 | 14 | 7
4 6 | 15 | 12 | 7 0
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5. Numeros complejos

5.1. Definiciones

Numeros naturales (N): 1,2.3,...
2 4+ 2 = 1 no tiene solucién en N.

Nuameros enteros (Z): ...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...
2x — 3 = —2 no tiene solucién en Z.

Numeros racionales (Q): #?/q, con p € Z, ¢ € N.
22 — 2 =1 no tiene solucién en Q.

Niimeros reales (R): /3,e,7 € R pero ¢ Q.
2% 4+ 4 = 0 no tiene soluciéon en R.
Numeros complejos (C): Definimos el nimero ¢ = y/—1

Definiciéon 5.1 (Namero complejo). Un namero complejo es una expresion a + bi donde
acR bERei?=—1.
Si z=a+ bi € C, la parte real de z, es Re(z) = a, y la parte imaginaria es Im(z) = b.

Definiciéon 5.2 (Igualdad en C). Sean z; = a; + byi y 23 = ag + boi.
21 =29 & a1 = ag ANby = by
Ejemplos.
» 3+ 4 . i = 67 . =7

N |
N[

Las soluciones de z* + 4 = 0 son 2i y —2i (Ejercicio: verificarlo).
Definicion 5.3 (Operaciones aritméticas). Sean z =a+bi y w = ¢ + di.

» Suma z +w = (a+c¢)+ (b+d)i

» Resta z —w=(a—c)+ (b—d)i

» Producto z.w = (a + bi)(c+ di) = “ = (ac — bd) + (ad + be)i
€jercicio

= Division. . . necesitamos definir algo mas antes.
Ejemplos.

» (3450)+ (4—2i)=T7+3i
 (3+59)(4—2i) = (124 10) + (=6 +20)i = 22 + 14¢

3 = {2043 = ({2)10 42

n (2= i 4= —i

Definicién 5.4 (Complejo conjugado). Sea z = a + bi € C. Se define el complejo conju-
gado de z como z = a — bi.
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Observacion. z.zZ es siempre un nimero real.

_ 2 2
ZZ= ... =a b
o +

ejercicio

Definiciéon 5.5 (Division). Se multiplica y divide por el conjugado del denominador:

a+bi_ a-+bi c—di
c+di  \c+di c—di

Ejemplos.
3450 (345i\ (1+2\ (3+5)(1+2) (3-10)+(6+5)i 7 11
" 1—2@':(1—%) (1+2¢>: 1+22 5 -5 5!
T30 (7+3¢) (—4@') _(T43)(—4) _12-28 3 7
4 4i —4 16 16 11

Observacion. v/av/b = v/ab jsolo si a y b son positivos! En otro caso aparece i.

Ejemplo:
V=2V=3= V6 # V6= /(-2)(-3)
Ejercicio: Calcular (v/12 — v/=3)(3 + v/—4)

5.2. Representacion grafica

A los ntimeros reales se los presenta en una recta (numérica). A los nimeros complejos
se los representa en un plano:

Im(z)

Definicién 5.6 (Modulo y argumento). El médulo de un nimero complejo z = a + bi es
|z| = Va? + b? y el argumento es un angulo tal que:

Im(z)
n 0 <argz <27
cos(arg z) = a
b |
= sen(arg z)m - ‘
‘ Re(2)
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Propiedades.
L. |zw| = |z||w| 2. |z =z = | — 7| 3. 12" = |z|", Vn € Z
Ejercicios.

1. Graficar y calcular el modulo de

a) 3i b) 5+ 2 ) 3+ 4
)
2. Graficar
a) z b) z.z c) —z d) z

con z =2—31yconz=—>-+ 061.
3. Graficar (en el mismo grafico) z1, z3 y 21 + 22 con

a) 21 =2—1y =241 b) 21 =—1+iyzmn=2-3i

4. QGraficar
a) {z | |2] =2}

b) {z=a+bi|a<0Ab>1}
¢) {z]0<argz < 27 Alz] =5}

5.3. Forma trigonométrica (o polar)

Definicion 5.7. Un ntimero complejo se puede escribir en forma binomica, z = a + b
o en forma trigonométrica, (|z|,a), es decir, s6lo con dar su modulo y argumento es
suficiente. Si quisiéramos pasar de forma trigonométrica a la forma binémica, podemos
usar z = |z|(cosa + isen «), con o = arg z.

L Qs — ; — 2 2 — a — b
Veamos: Si z = a + bi, |z| = Va? + b?, cosa = TE Y sena = = Por lo tanto,

a b
— +1 = Va2 +1? +1 =atib
z = |z|(cos a + isen @) a <\/a2+52 Z\/a2+b2) o

En general, vamos a abusar notacion y decir que |z|(cos @ + isen«) es la forma polar o
trigonométrica de z.

Definicion 5.8 (Igualdad). Sean z = |z|(cosa + isena) y w = |w|(cos f + isen (), con
a, B eR.
z=w & |z| = |w| A a =+ 2kn para algin k € Z

Ejemplo. 2(cos0 + isen0) = 2(cos 27 + i sen 27)

Definicién 5.9 (Operaciones).
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zw = |z||w|(cos(a + B) + isen(a + f))

Siw # 0, 5 = %(cos(oz — B) +isen(a — f))

zZ = |z|(cos(—a) + i sen(—a))

27V =|z]7 (cos(—a) + isen(—a))

Vn € Z, 2" = |z|"(cos(na) + isen(na))

El argumento se debe poner siempre entre 0 y 27.

Método para calcular el argumento de z = a + bi

= Si z =0, el argumento de z es indeterminado.

= Sia=0,

e Sib>0,argz =73 oSib<O,argz:%7T
= Sib=0,

e Sia>0,argz =0 e Sia<0,argz=m7

» Sia#0yb#0, Sea a = arccos %

=l

e Sib>0,argz =« e Sib<0,argz =27 — «

5.4. Raices

Definicion 5.10 (Raiz). Si w € C\ {0}, una raiz n-ésima de w es un z € C, tal que
2M=w
Propiedad. Si z es raiz n-ésima de w, entonces

n < argw + 2km . argw + 2k7r>
z = |w| cOs ——— + isen ——
n

para k€ Zcon 0 <k <n—1.

3

Ejemplo. Calcular todos los z € C tal que 2° = w, con w = 8i.

Solucion: |w| = 8, argw = 7, por lo tanto

T 42k T 4+ 2k
z:%(cos%—kisenﬁ%)

para 0 < k < 2.
Entonces:
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Im(z)
22 ?1
= 23 = 2(cos § +isen §)
n 2y = 2(cos 2w + isen 27) Re(z)
» 23 = 2(cos 37+ isen )
Y2

5.5. Forma exponencial

La formula de Euler dice que e’ = cosa + isena, por lo tanto, vamos a utilizar esta
formula para pasar de la forma trigonométrica a la forma exponencial:

Definicion 5.11. Si z = |z|(cos « + i sen a), la notacion exponencial es z = |z|e™.
Propiedades. Si o, € R,

e ea — e—ia

- 6ia€zﬂ — ei(a—i-ﬁ)
Ejercicios.

1. Expresar z1, 29, 23 y w del ejercicio anterior en forma exponencial.

3 — w, para i = 1,2, 3, usando la forma exponencial.

. =

2. Verificar que z

6. Polinomios

6.1. Primeras definiciones

Definicion 6.1. Un polinomio con coeficientes en K es una expresion de la forma
n
P(2) = apa™ + ap12™ '+ 4 apa’ = E a;x’
i=0

con n € Ny y para todo j =0,...,n, a; € K.
Al conjunto de polinomios con coeficientes en K lo notamos K[z].
Al polinomio P(x) = 0 lo llamamos polinomio nulo.

Observacion. En esta materia consideraremos que K so6lo puede ser uno de Z, Q, R o C.

Ejemplos.
Py(z) =22 +6 P, € Z[z], P, €R[z]
Py(x) = 62° + ;:ﬁ + g P, eR[z], P, eQz], P»¢Zx]
Py(z) = 72° + 62" + /3 Py € Qlz], P3;&Rlz], P;¢&Clz]
Py(x)=0 Py estéa en todos
En general, Z[z] C Q[z] C R[z] C C[z], porque Z C Q C R C C.
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Definicién 6.2. Si P(z) = a,z" + - - - + apx’, con a, # 0, se define el grado de P como
gr(P) =n.

Observacion. El polinomio nulo no tiene grado.

Definicién 6.3 (Operaciones entre polinomios). Sea P(z) = a,2" +a, 12" '+ - -+ agx’

v Q) = bpx™ + by_12™ L+ -+ + bp2®, con n,m > 0. Entonces
= (P+Q)(z) = Px) + Q)
= (PQ)(z) = P(x)Q(x)
Ejemplo. Sean P(z) =223 —2? +z — 1y Q(x) = 32* + 2° + x. Entonces,
L. (P+Q)(z)=22—2+2—1+32"+ 22 + 2 =32 +22° + 22 — 1.
2. (PQ)(z) = (22° —2* + v — 1)(32" + 2> + )
= 22732z + 2* + x) — 2?3z + 2° + 2) + 232" + 2* + 1) — (32" + 27 + 2)
=62" +22° + 22 =320 — ' — 2P+ 37 + 2P + 2 -3t -2’

= 62" — 32 + 52° — 22 — x
Propiedades. Si P #0y Q # 0,

gr(P.Q) =gr(P) +gr(Q)
gr(P + Q) < méx(gr(P),gr(Q)) siP+Q#0

6.2. Raices

Un polinomio es una funcién, por lo cual, podemos calcular P(c) para un ntimero c. Por
ejemplo, si P(z) = 62° + T2 4+ 3, entonces P(1) =6(1)* + 2(1)? + 2 =6+ 1 + 3 =12.
Definicion 6.4. Llamamos raiz (o cero) de un polinomio P al ntimero z tal que P(z) = 0.
Ejemplos.

= 2 es rafz del polinomio P(x) = 2z + x — 10 porque P(2) = 0.

Método para hallar las raices: Factorizando el polinomio se pueden calcular las
raices muy facilmente. Por ejemplo, P(x) = x? + x — 6 puede factorizarse como

P(z)=(x—2)(z+3)

con lo cual podemos concluir facilmente que 2 y —3 son raices de P.
Si el polinomio tiene grado 2, podemos hallar sus raices facilmente utilizando el siguiente
teorema:
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Teorema 6.1. Sea P(r) = ax® + by + ¢, entonces las raices de P son

B —b+/b? — 4dac —b—Vb? —4dac

o =

T

2a 2a
—b+ Vb2 —4
Observacion. A la ecuacion r; = 5 ac, con i = 1,2, se le llama resolvente.
a
Ejemplos.
1. Sea P(z) = —2z* — 2% + 32°. Entonces,
P(z) = —22* — 2* + 327
= —2*(22* + 2 — 3) Factorizar
=22z +3)(z — 1) Factor cuadratico
Entonces las raices son x =0, x = —% yax=1.
2. Sea P(x) = 2% — 22* — 4x + 8. Entonces,
P(z) =2° —22° — 42 + 8
=2%(x —2) — 4(x — 2) Agrupar y factorizar
= (2* —4)(z - 2) Factorizar © — 2
=(x+2)(z—2)(z—2) Diferencia de cuadrados
(z +2)(z —2)° Simplificar

Entonces las raices son x = =2 y & = 2.

6.3. Divisiéon de polinomios

Para hallar las raices, necesitamos factorizar los polinomios, y para eso, necesitamos saber
como dividir polinomios.

La divisiéon de polinomios es muy semejante a la division de nimeros. Cuando dividimos
38 por 7, el cociente es 5 y el residuo es 3, entonces escribimos:

Dividendo Resto
38
. D=5+ 2
Divisor — 7 T 7
Cociente

Teorema 6.2. Si P(z) y D(x) son dos polinomios con D(x) # 0, entonces existen
polinomios tnicos Q(z) y R(x), donde gr(R) < gr(D), tales que

P(x)=D(z) - Q(z) + R(z)
7/ t A N

Dividendo  Divisor Cociente Resto
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Ejemplo (Algoritmo de la divisién). Dividir 6z — 26z + 12 por x — 4.
El dividendo es 62? — 26x + 12 y el divisor z — 4. Empezamos por acomodarlos como
sigue:

r—4) 622 — 26x + 12

Dividimos el término principal del dividendo por el término principal de la divisién para
obtener el primer término del cociente: 62*/z = 6x. Luego multiplicamos el divisor por 6z
y restamos el resultado al dividendo.

2
— 6x Dividir términos principales % = 6z
x—4) 622 — 26z + 12
N> 62 — 24a Multiplicar 6z(z — 4) = 62% — 24x

—2z + 12 Restar y bajar el 12

Repetimos el proceso usando el tltimo rengléon —2z + 12 como dividendo.

ﬂx—: 2 Dividir términos principales o2 = -2
r—4) 6% — 26z + 12 !
622 — 24x
— 22+ 12
— 2rx+ 8 Multiplicar —2(x — 4) = —2x + 8
4 Restar

El proceso termina cuando el ultimo rengléon es de menor grado que el divisor.
El dltimo renglon contiene el resto y el primer renglon el cociente. Es decir:

622 — 26z + 12 6 94 4
= T —
r—4 r—4

Ejercicio. P(x) =8z*+62? —3z+ 1y D(z) = 22* — x + 2.
(Rta: Q(z) = 42® + 2z y R(x) = =Tz + 1).

Teorema 6.3. Si un polinomio P(z) se divide por z — ¢, entonces el resto es P(c).
Demostracion: Dividiendo P(z) por x—c obtenemos un cociente Q(x) y resto r. Entonces,
P(x)=(x—c)-Qz) +r

Evaluando P en ¢, P(c) = (c—c¢)-Q(c) +r =04 r = r. Es decir, P(c) =r. O

FEjercicio. Dividir P(z) = 32 + 5a% — 42® + 7x + 3 por o + 2 y usar el Teorema 6.3 para
hallar P(—2).

Teorema 6.4. c es raiz de P siy so6lo si z — ¢ es un factor de P(x).
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Demostracion: Si P(x) se factoriza como P(z) = (x — ¢) - Q(x), entonces
P(e) = (c— ) Q) = 0+ Q(c) = 0
Inversamente, si P(c) = 0, entonces por el Teorema 6.3,
Plz) = (r—¢) Q)+ 0= (z—c¢) Qx)

de modo que x — ¢ es un factor de P(z). O

Ejemplo. Sea P(x) = x®—7x+6. Mostrar que P(1) = 0y factorizar P(r) completamente.
P(1) =13—7+6 = 0. Por el teorema 6.4, x — 1 es un factor de P(z). Usando el algoritmo
de la division, vemos que

P(x)=2°—Tr+6 Polinomio dado
= (z—1)(2* + 2 —6) Usando algoritmo de la division
=(x—1)(z—2)(z—3) Factorizando la cuadratica

Ejercicio. Encontrar el polinomio de grado 4 con raices —3, 0, 1 y 5.

6.4. Raices racionales de polinomios

Considerar

P(z) = (x —2)(z — 3)(z + 4)
=2 — a2t — M +24

Como vemos, el 24 se obtuvo de multiplicar (—2) x (—3) x 4. Esto significa que las
raices del polinomio son todas ellas factores del término constante. El siguiente teorema
generaliza esta observacion.

Teorema 6.5. Si el polinomio P(z) = a,z" + a,_12" ' + -+ -+ a1z + ag € Z[x], entonces
toda raiz racional de P es de la forma

q
donde p es un factor del coeficiente constante ag y ¢ es un factor del coeficiente principal
.

Observacion. El Teorema 6.5 nos dice que si el coeficiente principal es 1 o —1, entonces
las raices racionales son factores del término constante.

Ejemplo. Encontrar las raices racionales de P(x) = x® — 3z + 2.
Como el coeficiente principal es 1, cualquier raiz racional debe ser un divisor de 2. En-
tonces las raices posibles son +1 y +2. Probamos cada una de las posibilidades:

P(1)=0 P(-1) =4 P2) =4 P(-2) =0

Las raices racionales son 1 y —2.
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6.5. Raices complejas y el teorema fundamental del algebra
Teorema 6.6 (Teorema fundamental del dlgebra). Sea

P(z) = ap2™ + ap 2™ '+ -+ a1 + ag (n>1,a, #0)
con coeficientes complejos. Entonces, P tiene al menos una raiz compleja.

Observacion. Debido a que un real también es un nimero complejo, este teorema se aplica
también a polinomios reales.

Teorema 6.7 (Teorema de factorizacion completa). Si P(z) es un polinomio de grado
n > 1, entonces existen ntimeros complejos a, ¢y, ca, ..., ¢, (con a # 0) tales que

Plxz)=a(z—c)(x —c3) - (x — )

Demostracion: Por el Teorema 6.6, P tiene al menos una raiz, llamémosle ¢;. Por el
Teorema 6.4,

Pz) = (z = 1) - ()
donde gr(Q1) = n — 1. Aplicando el Teorema 6.6 a Q1(z) nos da la factorizacion

P(z) = (2 = 1) - (x = ¢2) - Qa()

con gr(Qa) =n — 2y ¢ raiz de (1. Continuando este proceso para n pasos obtenemos
un coeficiente final @,(x) de grado 0, que es una constante diferente de cero a la que
llamamos a. Por lo tanto, P queda factorizado como

Pxz)=a(z —c)(x—c3) - (x —¢cy) O

En teorema de factorizacion completa los nimeros ¢y, ¢y, ..., ¢, no son necesariamente
diferentes. Si el factor x — ¢ aparece k veces en la factorizacion completa de P, diremos
que c es una raiz con multiplicidad k. Por ejemplo, el polinomio

P(z) = (z — 1)*(x +2)*(x + 3)°

tiene como raices a 1 con multiplicidad 3 a 2 con multiplicidad 2 y a —2 con multiplicidad
5.

Teorema 6.8 (Teorema de las raices). Todo polinomio de grado n > 1 tiene exactamente
n raices, siempre que una raiz con multiplicidad & se cuente k veces.

Teorema 6.9 (Teorema de los ceros conjugados). Si P € R[z] y z € C es una raiz de P,
entonces z también es raiz de P.

FEjercicio. Encontrar el polinomio de grado 3 a coeficientes enteros y con raices 1/2'y 3 —1.
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7. Polinomio de Taylor

7.1. Introduccién

El objetivo es aproximar una funcién f dada con un polinomio. Nos interesara obtener
un polinomio que coincida con f y algunas de sus derivadas en un punto dado.
Ejemplo. Sea f(z) = e*. En el punto = 0, la funcién f y todas sus derivadas valen 1.
El polinomio

glx)y=1+z
también tiene g(0) =1y ¢’(0) = 1, de manera que coincide con f y su derivada primera

en 0.
Geométricamente: la grafica de g es la recta tangente a f en el punto (0,1).

Y

.

Si aproximamos f por un polinomio de segundo grado ) que coincida con f y sus dos
primeras derivadas en 0, tenemos una mejor aproximacion de f que con la funcién lineal
¢ (al menos en las proximidades de (0, 1). El polinomio

1
Q(m):1+x+§x2

tiene Q(0) = Q'(0) = Q"(0) = 1= f(0) = f'(0) = f(0).
y

7.

/

Es facil comprobar que el polinomio
2 "

p . “ iL'k_l T
(x)_kzzgﬁ— Fr et

coincide con la funcién exponencial y sus primeras n derivadas en el punto z = 0.



7 POLINOMIO DE TAYLOR 39

7.2. Polinomios de Taylor engendrados por una funcién

Supongamos que f tiene derivadas hasta el orden n en el punto x = 0, con n > 1, e
intentemos encontrar un polinomio P que coincida con f y sus n primeras derivadas en
0. Deben satisfacerse n 4+ 1 condiciones, a saber:

P(0)=f(0)  P'(0)=f(0) ...P™(0)= f"(0) (1)

asi que escribimos genéricamente un polinomio de grado n con n + 1 coeficientes a deter-
minar:
2
P(x)=cy+ c1x + cox” + -+ - + cpa” (2)

Utilizaremos las condiciones (1) para determinar los coeficientes.

» Ponemos x = 0 en (2) y tenemos P(0) = ¢, por lo tanto, ¢y = f(0).

» Derivamos ambos miembros de (2) y tomamos z = 0, con lo que tenemos P’'(0) = ¢4,
por lo tanto ¢; = f'(1).

» Derivando otra vez (2) y tomando z = 0 llegamos a que P"(0) = 2¢,, por lo que
co = f"(0)/2.

» Luego de derivar k veces, llegamos a que P%) = kl¢;, lo que nos da la formula

(3)

para k =0,1,2,...,n (tomando que f©(0) = £(0)).

Este razonamiento demuestra que si existe un polinomio de grado < n que satisfaga (1),
los coeficientes son necesariamente los dados por (3).

Reciprocamente, es facil comprobar que el polinomio P con coeficientes dados por (3)
satisface (1).

Generalizando el razonamiento anterior, podemos cambiar el punto x = 0, y tenemos el
siguiente teorema para el caso general con z = a.

Teorema 7.1. Sea f una funcion con derivadas de orden n en el punto x = a. Existe un
polinomio P y uno sé6lo de grado < n que satisface las n + 1 ecuaciones

P(a)=f(a)  P'la)=f(a) ...P"(a)=f"(a)

Tal polinomio, llamado Polinomio de Taylor de grado n generado por f en el punto a,
viene dado por la féormula

") (g,
Py =3 T Doy
k=0 ’

Notacion: Al polinomio de Taylor de grado n generado por f en el punto a lo notamos
T2[f(x)] (si omitimos el a es porque a = 0).



7 PoLINOMIO DE TAYLOR 40

Ejemplo. Cuando f es la funciéon exponencial f(x) = e, tenemos f*)(z) = ¢* para todo
k, asi que f*)(0) = €” = 1, y el polinomio de Taylor de grado n generado por f en 0 es
el dado por la formula

N " zk z? T
L] =) g =ltat o+t
k=0

Si queremos el polinomio que coincida con f y sus derivadas en el punto a = 1, tenemos
(k)(1) = e para todo k, por lo tanto
p p

Lf@) =Y =1

Y

N
/1

Grafico para n = 2

Ejemplo. Sea f(x) = senx, por lo que tenemos f'(x) = cosz, f’(z) = —senz, f"(z) =
—cosx, f® =senz, etc., ast que fHD(0) = (—1)" y f*M(0) = 0.
Por lo tanto s6lo aparecen potencias impares de x en los polinomios de Taylor generados
por la funcién seno, en 0. El polinomio de Taylor de grado 2n + 1 tiene la forma

R 2+

T2n+1[senx]:x_§+§_7++(—1) m

Y

X\,
]

Gréfico de Tssin z]

Ejemplo. Razonando como en el ejemplo anterior, tenemos que los polinomios de Taylor
generados por la funcion coseno en 0 sélo contienen potencias pares de z. El polinomio
de grado 2n viene dado por

l’2 334 .’,176 x2n

Dopleosa] =1 — op 45— r oo (_1)n(2n)!

2041 6!
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Notar que Ty, [cos x] es la derivada de Ty, 1[sen z].

7.3. Calculo de polinomios de Taylor

Algunas veces el célculo de las derivadas f*)(a) puede resultar complicado. Por eso, las
siguientes propiedades nos ayudaran al calculo.

Propiedades. El operador de Taylor 7% tiene las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Si ¢; y ¢o son dos constantes,

Tl f + cagl = a1l T, [f] + 2T [g]

2. Derivacion. La derivada de un polinomio de Taylor de f es un polinomio de Taylor
de f’; es decir, se tiene

(TLf]) = T f]

3. Integracion. Una integral indefinida de un polinomio de Taylor de f es un polinomio
de Taylor de una integral indefinida de f. Es decir,

[z =z | [ soal

a
4. Substitucion. Si g(x) = f(cx), con ¢ una constante, tenemos

T319l(z) = T [f(cx)
En particular, cuando a = 0, tenemos T, [g](z) = T,[f](cz).

Ejemplos. Reemplazando x por —x en el polinomio de Taylor correspondiente a e”, ob-

tenemos ) 5
T T "
T, e =1-— Zo . —1)r
[e™"] T+ 5 3 +--+(=1) oy

¥ podemos utilizar la propiedad de linealidad para obtener

Dado que coshz = %ex + %e*
1 1‘2 ZL‘4 2n

1. . _x L
TQn[COShI] — éTgn[e ]+§T2n[6 ] :1+3+E++ (2n)'

Y derivando el anterior, podemos obtener

3 1’5 x?n—l

TQn_l[senhx]za:—i—g—i-g—i----—l-m

Teorema 7.2. Sea P, un polinomio de grado n > 1. Sean f y g dos funciones con
derivadas de orden n en 0 y supongamos que

f(x) = Py(x) + 2"g(x)

donde g(z) — 0 cuando x — 0. El polinomio P, es el polinomio de Taylor generado por
fen0.
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Ejemplo. Partiendo de la identidad algebraica
1 I,n+1
=1 24 ... n 4
T2 LA s (4)
valida para todo = # 1, vemos que f(z) = ﬁ satisface las hipotesis del Teorema 7.2, con

Pu(z)=1+2+---+2"y g(z) = ;%. Dado que g(x) — 0 cuando v — 0, el Teorema 7.2

nos dice que

1
Tn{ }:1+x+x2+-~~—|—x"
11—z

Integrando esta funcion, conseguimos este otro polinomio de Taylor

z? a8
Tonl-log(l— o)) =2+ 2+ 2
2 3
Reemplazando en (4) x por —z? para conseguir
1 2 4 n,.2n
=l—-z"+2" — -+ (-1)"x (

Aplicando el Teorema 7.2 una vez mas, obtenemos

k=0

e integrando éste, llegamos a

n
$2k+1

Toni1[arctan x] = Z(—l)k
— 2k +1
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